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Εισαγωγή

Η χρήση του διερευνητικού λογισμικού ως εργαλείου αναπαράστασης, διερεύνησης, πειραματισμού, αναζήτησης και οικοδόμησης της γνώσης προτείνεται  για τη διδασκαλία θεματικών ενοτήτων της Φυσικής. Αναγνωρίζοντας την σπουδαιότητα της έννοιας του σχήματος η γνωστική ψυχολογία μας παρέχει το εννοιολογικό πλαίσιο προσέγγισης δραστηριοτήτων που αναφέρονται σε δυναμικές καταστάσεις.
 

Το διδακτικό σενάριο που προτείνεται κάνοντας χρήση ανοικτού λογισμικού της Γεωμετρίας, επιχειρεί μια διεπιστημονική προσέγγιση ενός γνωστικού αντικειμένου, ενσωματώνοντας στη διδασκαλία στοιχεία που αφορούν την ιστορική εξέλιξη των εννοιών που εμπλέκονται,  σε συνδυασμό με στοιχειώδεις γνώσεις της Ευκλείδειας Γεωμετρίας (κατασκευαστική προσέγγιση). Στην αφετηρία του διδακτικού σχεδιασμού βρίσκεται η κατανόηση και εμβάθυνση των δυϊκών σχέσεων: περιγραφική-αναλυτική προσέγγιση, γλώσσα φυσικής-γλώσσα μαθηματικών, επίπεδο παρατήρησης-επίπεδο κατασκευής.

Πιο συγκεκριμένα, το διδακτικό σενάριο χρήσης εκπαιδευτικού λογισμικού αφορά τη συνδυασμένη διδασκαλία Φυσικής - Γεωμετρίας και Αστρονομίας μέσα από μια ιστορική προοπτική που αναπλάθει βήμα-βήμα, με διερευνητικό τρόπο,  την πορεία επικύρωσης των νόμων περί κινήσεως των πλανητών του Kepler. Η παιδαγωγική προσέγγιση ακολουθεί το σχήμα της καθοδηγούμενης ανακάλυψης νόμων και τρόπων σκέψης. Υπολογιστικές αναπαραστάσεις του φαινομένου της κίνησης των πλανητών παρέχουν δυνατότητες συναγωγής συμπερασμάτων, όπως και πρόβλεψης της συμπεριφοράς των τροχιών σε οριακές καταστάσεις. 

Αντικειμενικός στόχος της χρήσης εκπαιδευτικού λογισμικού είναι η ανάπτυξη της ενεργητικής, συμμετοχικής μάθησης, όπου το διδακτικό αντικείμενο εκλαμβάνεται ως πρόσληψη νοήματος συγκεκριμένων εννοιών, στην περίπτωσή μας των νόμων που διέπουν την κίνηση των πλανητών. 

Είναι σύνηθες φαινόμενο στη διδασκαλία των μαθηματικών η δυσκολία ανεύρεσης από την καθημερινή εμπειρία μαθηματικών αναλόγων των εννοιών που διδάσκονται. Επιπλέον η δυνατότητα προσομοίωσης φυσικών φαινομένων συνδυάζοντας τη διαδικασία με το προϊόν της διαδικασίας είναι περιορισμένη. Με τη χρήση των λογισμικών "Kepler" του N. Δαπόντε
 και Cabri-Geometry
 που προτείνονται η αναπαράσταση της κίνησης των πλανητών που παρέχεται από το πρώτο, επιτρέπει τη μετάβαση - με τη βοήθεια του δευτέρου - από το στάδιο της παρατήρησης στο στάδιο της διερεύνησης και της κατασκευής. Μελετώντας τις ιδιότητες της κίνησης των πλανητών και σημειώνοντας τον τρόπο αλλαγής των τροχιών σαν συνέπεια τροποποίησης και παραλλαγής, ακολουθούνται δρόμοι διερευνητικής μάθησης μέσω μιας διαδικασίας που θα μπορούσε να αποκληθεί εποικοδομητική, αν και αποφεύγουμε την έλλειψη στοχοθεσίας, που συνήθως χαρακτηρίζει την εποικοδομητική προσέγγιση, παρέχοντας εξαρχής τα οδηγητικά νήματα για τη διατύπωση των νόμων. Η διεπιστημονική προσέγγιση που προτείνουμε, γίνεται αντιληπτή από την αντιστοιχία που υπάρχει ανάμεσα στη γλώσσα της φυσικής και στη γλώσσα της γεωμετρίας. Με την ανεύρεση  των διεργασιακών αναλλοίωτων σε ένα δυναμικό σχήμα που περιγράφει ένα φυσικό φαινόμενο, προσδιορίζονται οι γεωμετρικές μορφές που παράγονται, στις διάφορες φάσεις εξέλιξης του φαινομένου που παρατηρείται. Η επίκληση των ιστορικών στοιχείων, της διαδρομής μέσα από κατακτήσεις, αποτυχίες, αντιφάσεις και αναθεωρήσεις καθιστά προφανή τον κοινωνικό χαρακτήρα της γνώσης και αναδεικνύει την αλγεινή πορεία κατάκτησής της. Πρόκειται ουσιαστικά για μια πρόταση που συνδέει την παραδοσιακή διδασκαλία και την εισαγωγή της εκπαιδευτικής τεχνολογίας σε ένα ενιαίο σύστημα μετάδοσης γνώσης με τη δημιουργία πολλαπλότητας διδακτικών καταστάσεων και αναπαραστάσεων. Η έμφαση δίνεται στη δομή των προβλημάτων και στην επιστημολογική πλευρά του υπό διαπραγμάτευση θέματος. Η διαδρομή που ακολουθήθηκε ως την επικύρωση των νόμων των Kepler παρουσιάζεται σαν ένα πρόγραμμα επιστημονικής έρευνας που αποτελείται από μεθοδολογικούς κανόνες. Το μεθοδολογικό πλαίσιο υποδεικνύει ποιες κατευθύνσεις πρέπει να αποφευχθούν (negative heuristics) και ποιες πρέπει να ακολουθήσουμε (positive heuristics). Το πρόγραμμα συγκροτείται ως μια ακολουθία θεωριών, όπου κάθε μια τροποποιεί την προηγούμενη. Η διδακτική πρόταση περιλαμβάνει τη χρήση κατάλληλων συλλογισμών που καταλήγουν σε υποθέσεις ή εικασίες, των οποίων επιχειρείται η απόδειξη. Ολοκληρώνοντας την προσπάθεια τεκμηρίωσης με συλλογιστικά σχήματα και παράλληλη εφαρμογή φυσικών νόμων και γεωμετρικών κατασκευών, των οποίων τις ιδιότητες καλούμαστε να επαληθεύσουμε, η γνώση επισημοποιείται, με την έννοια ότι κατακτάται με μεθόδους επιστημονικά αποδεκτές. Οι ιστορικές αναφορές που παρεμβάλλονται προσδιορίζουν εναργέστερα όχι μόνο το εννοιολογικό πεδίο
 μέσα στο οποίο κινείται η σκέψη αλλά και τα επιστημολογικά εμπόδια, δηλ. τις νοητικές δυσκολίες, γνωστικά και πολιτισμικά προσδιορισμένες, που ανέστειλαν την ανακάλυψη των νόμων. Με το τρόπο αυτό η διδασκαλία ενσωματώνει γόνιμα και λειτουργικά πολιτισμικές και ανθρωπολογικές προεκτάσεις της επιστήμης.

Η επιλογή του λογισμικού γεωμετρίας Cabri-geometry υπαγορεύθηκε από τις δυνατότητες κατασκευής ενός μικρόκοσμου καθώς επιτρέπει:

· τη συνδυασμένη παρουσία ενός συστήματος αντικειμένων που αναπαριστούν μια σύνθετη κατάσταση του πραγματικού κόσμου σε ένα γεωμετρικό χώρο προσδιορίσιμο, προικισμένο με φυσικές ιδιότητες. 

· τη μελέτη της δυναμικής συμπεριφοράς των σωμάτων σε ένα θεωρητικό πλαίσιο που καθορίζουν η Νευτώνεια Μηχανική και η Ευκλείδεια Γεωμετρία με τη δυνατότητα υλοποίησης των εννοιών που παρεμβαίνουν (αντικείμενα και σχέσεις μεταξύ αντικειμένων), χάρη στους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς και  τις γεωμετρικές κατασκευές σε ένα δυναμικό περιβάλλον. 

 Η ένταξη σε ένα οργανικά συνδεδεμένο σύνολο της ιστορικής ανάπτυξης και της επιστημολογικής θεώρησης της θεματικής ενότητας που προσεγγίζουμε με την συνδυασμένη χρήση των λογισμικών, αποβλέπει στη σύζευξη της απεικονιστικής (figurative) και της διαδικαστικής (procedural) γνώσης. Στόχος είναι να επιτευχθεί ταυτόχρονα η παράθεση των γεγονότων, αλλά και η πορεία επικύρωσής τους, δηλ. η κατανόηση του τρόπου συγκρότησης των εννοιών. Το διδακτικό σενάριο που προτείνεται εξυπηρετεί με τον τρόπο αυτό το λειτουργικό ορισμό των εννοιών και προσπαθεί να αποδώσει νόημα σ’αυτές μέσω της εμπειρικής χρήσης. Με τη μελέτη του προσομοιούμενου περιβάλλοντος επιτυγχάνεται η διεύρυνση του εννοιολογικού πλαισίου (ταχύτητα διαφυγής, είδος τροχιάς, κινητική-δυναμική ενέργεια, στροφορμή) και εκλεπτύνεται το περιεχόμενο της Μηχανικής.

Η ιστορική διαδρομή και η επιστημολογική θεώρηση καθοδηγούν το διδακτικό σχεδιασμό

Ο διδακτικός σχεδιασμός για τη μελέτη της κίνησης των πλανητών, ακολουθεί μία κατεύθυνση που περνάει από την παρατήρηση και περιγραφή της κίνησης των πλανητών, ενταγμένη στο ιστορικό και επιστημολογικό πλαίσιο θεώρησης της φύσης των πραγμάτων και του κόσμου, στη γεωμετρική κατασκευή των τροχιών και την κατασκευαστική απόδειξη των κανονικοτήτων του Kepler με τη βoήθεια των νόμων του Newton.  
Στην ουσία αποτελεί μία μετάβαση από την ολοκληρωτική ή σφαιρική (Global) προσέγγιση του φαινομένου της κίνησης, στην διαφορική ή τοπική (Local) θέαση της κίνησης κατά την οποία η τροχιά κόβεται σε στοιχεία και μελετάται η κίνηση του γεωμετρικού υλικού σημείου σε κάθε στοιχείο με τους νόμους του Newton. Οι νόμοι αυτοί συνιστούν τελικά απαντήσεις στο εξής ερώτημα: πώς εκφράζεται, σε ένα χρονικό διάστημα, η κίνηση ενός υλικού σημείου που υφίσταται ή δεν υφίσταται μια εξωτερική επίδραση (δύναμη). Με αυτό τον τρόπο αρχίζουν να ψηλαφίζονται οι βαθύτερες πτυχές των συλλογισμών του Newton που ήταν τελικά η ανάδειξη της έννοιας του διαφορικού λογισμού ένα από τα μεγαλύτερα διανοητικά επιτεύγματα της ανθρώπινης εργαλειακής σκέψης.
Φυσιοκρατική αιτιότητα. Η ολοκληρωτική (σφαιρική) προσέγγιση του φαινομένου της κίνησης

Αριστοτέλης (περί κινήσεως), Kepler (κίνηση των πλανητών), Γαλιλαίος (πτώση των σωμάτων)

Η κίνηση, μέσα από ένα τέτοιο δρόμο σκέψης, συλλαμβάνεται σε όλη της τη διάρκεια και η τροχιά στο σύνολό της. Συνέπεια αυτού του πλαισίου εξέτασης των πραγμάτων, είναι το γεγονός ότι ως αίτιο της κίνησης, δεν αναζητείται στο τι συγκρατεί το κινητό πάνω στη τροχιά του κάθε χρονική στιγμή, αλλά τι το αναγκάζει εκ των προτέρων να έχει συνολικά αυτή την τροχιά και όχι την άλλη. 
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Διαφορική αιτιότητα- Τοπική προσέγγιση του φαινομένου της κίνησης

Νόμοι μηχανικής του υλικού σημείου του Newton

Ο Newton, με καταπληκτική ευστοχία, θέτει τα εξής ερωτήματα που προσδιορίζουν και το  νέο "μεθοδολογικό πρόγραμμα" μελέτης των φαινομένων: Πώς το κινητό "γνωρίζει" σε κάθε στιγμή που πρέπει να πάει; Πώς παράγει το επόμενό του; Τι κρατάει το κινητό πάνω στην τροχιά του κάθε χρονική στιγμή;

Απάντηση: Σε κάθε χρονική στιγμή το κινητό εμποδίζεται να πάει ίσια, εκπληρώνει την κίνησή του βήμα βήμα με διαδοχικές ευθυγραμμίσεις και αλλαγές σημείων κατ' επιταγήν των τριών νόμων του.

Η γλώσσα της ανάλυσής του είναι η γεωμετρία, αλλά ο χαρακτήρας της τοπικότητας οδηγεί στις ιδέες για το διαφορικό και ολοκληρωτικό λογισμό. Από τη στιγμή που συνέλαβε αυτές τις ιδέες όφειλε αναγκαστικά να τις αναπτύξει πλέον με συστηματικό μαθηματικό φορμαλισμό.
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Νέα Ολοκληρωτική  προσέγγιση του φαινομένου της κίνησης 

Η κίνηση αντιμετωπίζεται τώρα ως διαδοχή στοιχειωδών κινήσεων και ως συνάρθρωση αυτών. Αποτέλεσμα: Ο Newton κατόρθωσε να φθάσει σε μία διατύπωση τριών νόμων για τη μηχανική που να ισχύει για οποιοδήποτε είδος κίνησης που μεταγενέστερα οι Laplace, Lagrange και Hamilton τους εκλέπτυναν σε γενικούς διαφορικούς νόμους της κίνησης.
 

Η συλλογιστική του Newton στο Principia για την ανεύρεση του νόμου της παγκόσμιας έλξης

Η ανάπτυξη της συλλογιστικής του Newton αναδεικνύει την εσωτερική λογική συνέπεια του δικτύου των εννοιών που χρησιμοποιεί στους νόμους της Μηχανικής του όπως και τη διαλληλία των νοημάτων που απορρέουν από τους νόμους της κίνησης των πλανητών του Kepler για την απόδειξη του νόμου της παγκόσμιας έλξης.
ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΤΩΝ ΣΥΛΛΟΓΙΣΜΩΝ ΤΟΥ NEWTON ΣΤΟ PRINCIPIA

Κατασκευαστική Προσέγγιση (Gabri geometre) 





Γεωμετρική κατασκευή  και απόδειξη του νόμου των ίσων εμβαδών του Kepler. Υπόθεση: Η δύναμη έλξης είναι κεντρική

H κατασκευή της τροχιάς ΑΒΓΔΕΖΗ, η οποία αποτελείται από ευθύγραμμα τμήματα ίσων χρονικών διαστημάτων, γίνεται διαδοχικά με την χρησιμοποίηση του νόμου της αδράνειας (1ος νόμος Newton), του νόμου της μεταβολής στην κίνηση κατά τη διεύθυνση της δύναμης (2ος νόμος Newton) και την υπόθεση ότι η δύναμη έλξης κατευθύνεται προς τον ήλιο S. Στο μήκος,  FB, της κίνησης με δύναμη δίνεται μία αυθαίρετη τιμή, αυθαίρετη σε όλα τα βήματα της κατασκευής  Τα εμβαδά ΑSΒ, ΒSΔ, ΔSΕ, ΕSΖ και ΖSΗ μετασχηματίσθηκαν γεωμετρικά στα ευθύγραμμα τμήματα ΚΕ1, ΚΕ2, ΚΕ3, ΚΕ4, ΚΕ5 και ΚΕ6 αντίστοιχα, τα οποία τελικά είναι ίσα ως ακτίνες του ίδιου κύκλου. Το αποτέλεσμα επιβεβαιώνει την παρατήρηση ότι ο πλανήτης σαρώνει ίσα εμβαδά σε ίσους χρόνους (2ος νόμος του Kepler) και συνεπώς εάν ο 1ος και 2ος νόμος του Newton είναι ορθοί σημαίνει ότι η ελκτική δύναμη που ασκείται στον πλανήτη κατευθύνεται προς τον ήλιο.

Οι αρχικές συνθήκες της κατασκευής ήταν τα σημεία S (κέντρο του ήλιου), Α (κέντρο του πλανήτη), και Β (η επόμενη θέση του σε δεδομένο χρονικό διάστημα). Μετακινώντας αυτά τα σημεία δηλ. μεταβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες, μεταβάλλεται και η διαγραφόμενη τροχιά με αναλλοίωτο το ισεμβαδικό των τριγώνων που σχηματίζονται από τα διαδοχικά τμήματα της τροχιάς και της αντίστοιχης επιβατικής ακτίνας.  

Επισημαίνεται ότι ο νόμος των ίσων εμβαδών είναι ανεξάρτητος των αρχικών συνθηκών και ανεξάρτητος της σχέσης της δύναμης έλξης με την απόσταση, αρκεί βέβαια η δύναμη να ασκείται κεντρικά.

Με τον ίδιο τρόπο, από το διάγραμμα ταχυτήτων μπορεί να αποδειχθεί  ότι η στροφορμή του πλανήτη (το γινόμενο της απόστασής του από τον ήλιο επί την κάθετη σε αυτήν συνιστώσα της ταχύτητάς του) είναι σταθερή  Ο νόμος των ίσων εμβαδών που σαρώνει ένα κινητό ως προς ένα σύστημα αναφοράς,  είναι στην ουσία  η έκφραση του νόμου διατήρησης της στροφορμής του κινητού, όταν επιδρούν σε αυτό κεντρικές δυνάμεις δηλ. όταν η συνισταμένη εξωτερική ροπή είναι ίση με μηδέν.

Απόδειξη του νόμου της παγκόσμιας έλξης του Newton


Η συλλογιστική της κατασκευαστικής απόδειξης, ξεκινάει από τη δυνατότητα κυκλικής κίνησης που παρέχει ο νόμος των τροχιών (1ος νόμος του Kepler). Θεωρούμε ως  αρχική συνθήκη της κατασκευής, τη διαγραφή κυκλικής τροχιάς από τον πλανήτη. Στο διάγραμμα τροχιάς, απαιτούμε, για δεδομένο χρονικό διάστημα, τα άκρα του αρχικού διαγραφέντος ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ της προσεγγιστικής τροχιάς, δηλ. τα σημεία Α και Β, να βρίσκονται πάνω στον δεδομένο κύκλο κέντρου S (ήλιος) και ακτίνας R. Το επόμενο ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ της προσεγγιστικής τροχιάς που διαγράφεται για ίδιο χρονικό διάστημα, προκύπτει από την αναγκαιότητα το Γ να βρίσκεται πάνω στον κύκλο και το ΒΓ να είναι αποτέλεσμα σύνθεσης της αδρανειακής κίνησης και της δράσης μιας δύναμης FΒ (το FΒ προκύπτει ως κατασκευή πάνω στο SΒ εξαιτίας των παραπάνω απαιτήσεων). Τα επόμενα διαγραφέντα ευθύγραμμα τμήματα ΓΔ, ΔΕ, ΕΖ, ΖΗ και ΗΘ κατασκευάζονται με τον ίδιο τρόπο και με τη συνθήκη ότι τα τμήματα FΓ, FΔ, FΕ, FΖ, FΗ,  να είναι ίσα με το FΒ διότι η ελκτική δύναμη είναι σταθερή για ισαπέχοντα σημεία της τροχιάς από το κέντρο έλξης S.

Το διάγραμμα ταχυτήτων προκύπτει χρησιμοποιώντας το νόμο της αδράνειας και το 2ο νόμο του Newton δηλ.: 

1) τα ΟΑ', ΟΒ', ΟΓ', ΟΔ', ΟΕ', ΟΖ' και ΟΗ'  είναι παράλληλα των ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΖ, ΖΗ, και ΗΘ αντίστοιχα (το διάνυσμα της ταχύτητας παράλληλο του διανυθέντος ευθύγραμμου τμήματος με αδρανειακή κίνηση)   

2) τα Α'Β', Β'Γ', Γ΄Δ', Δ'Ε', Ε'Ζ', και ΖΉ' να είναι παράλληλα των FΒ, FΓ, FΔ, FΕ, FΖ, και FΗ αντίστοιχα (το διάνυσμα της μεταβολής της ταχύτητας παράλληλο της δρώσας δύναμης). 

Αποδεικνύεται ότι το διάγραμμα ταχυτήτων Α'Β'Γ'Δ'Ε'Ζ'Η' είναι κανονικό πολύγωνο με κέντρο το σημείο Ο. Λαμβάνοντας μικρότερα χρονικά διαστήματα, τόσο το διάγραμμα όσο και το διάγραμμα ταχυτήτων προσεγγίζει τον κύκλο.

Στο  κυκλικό διάγραμμα τροχιάς ισχύει: ΒΓ/Δt=v=2πR/T για Δt πολύ μικρό  (1)   

Στο κυκλικό διάγραμμα ταχυτήτων ισχύει:Α'Β'/Δt=Δv/Δt=2πv/T για Δt πολύ μικρό (2) 

Ο 2ος νόμος του Newton αξιώνει η δύναμη FΔt( Δv= Α'Β' για Δt πολύ μικρό (3)

Ο 3ος νόμος του Kepler (των περιόδων) επιβάλλει: Τ2(R3    (4)

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι F(4π2/R2  η δύναμη έλξης του ήλιου είναι αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης του πλανήτη.

Οι τροχιές των πλανητών όπως κατασκευάζονται ως γεωμετρικοί τόποι

(έλλειψη, κύκλος ή υπερβολή) από το διάγραμμα ταχυτήτων

Όπως φαίνεται από το διάγραμμα των συλλογισμών και των αποδεικτικών βημάτων του Newton, η δράση της βαρυτικής δύναμης πάνω σε ένα πλανήτη από ένα κέντρο έλξης η οποία δρα σύμφωνα με το νόμο της παγκόσμιας έλξης, συνεπάγεται ελλειπτική τροχιά για τον πλανήτη. Αυτό που πρόκειται να αποδειχθεί δηλαδή, είναι, ότι εάν οι μεταβολές της ταχύτητας έχουν κατεύθυνση προς τον ήλιο (2ος νόμος του Newton) και είναι αντιστρόφως ανάλογες της απόστασης, τότε η  διαγραφόμενη τροχιά είναι έλλειψη ή μια άλλη καμπύλη κωνικής τομής.

Η αφετηρία των αποδεικτικών βημάτων είναι η διαδοχική κατασκευή, τμήμα τμήμα, της τροχιάς ΑΒΓΔΕ και  του διαγράμματος ταχυτήτων Α'Β'Γ'Δ'Ε' (με κέντρο το Ο),  χρησιμοποιώντας το 2ο  νόμο του Newton, με τη διαφοροποίηση όμως τώρα, ότι η τροχιά κατασκευάζεται με τμήματα που διανύονται αδρανειακά όχι σε ίσα χρονικά διαστήματα, αλλά με τμήματα που φαίνονται υπό ίσες γωνίες από τον ήλιο (S).

Οι αρχικές συνθήκες για το διάγραμμα τροχιάς είναι τα σημεία S, Α και Β (επομένως και η γωνία ΑSΒ) και για το διάγραμμα ταχυτήτων  τα σημεία Ο, Α' και Β' όπου ΟΑ' η αρχική ταχύτητα (παράλληλη του τμήματος τροχιάς ΑΒ) και Α'Β' η μεταβολή της ταχύτητας (παράλληλη στην επιβατική ακτίνα SΒ).

Το επόμενο τμήμα της τροχιάς ΒΓ προκύπτει από την απαίτηση η γωνία ΑSΒ να είναι ίση με τη γωνία ΒSΓ και το ΒΓ παράλληλο του ΟΒ', αφού στο σημείο Β ο πλανήτης έχει υποστεί τη δράση της ελκτικής δύναμης από το S.

Παρακάμπτοντας τις αποδεικτικές λεπτομέρειες, στη μέχρι τώρα κατασκευασθείσα τροχιά ΑΒΓ διαπιστώνουμε ότι τα τρίγωνα ΑSΒ και ΒSΓ είναι όμοια (και μη ισεμβαδικά) και συνεπώς ο λόγος των εμβαδών τους είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου των ομόλογων πλευρών ή των αντίστοιχων υψών. Αυτό σημαίνει ότι το εμβαδό που σαρώνει η επιβατική ακτίνα είναι αντιστρόφως ανάλογο του τετραγώνου της απόστασης του πλανήτη από τον ήλιο. Κατά συνέπεια, λόγω του 2ου Νόμου του Kepler, ο χρόνος Δt που απαιτείται για τη σάρωση ενός τέτοιου τριγώνου είναι ανάλογος του τετραγώνου της απόστασης, αλγεβρικά Δt(R2 (1).

Από το 2ο νόμο του Newton η μεταβολή της ταχύτητας στο σημείο Β θα είναι Δv(FΔt  (2) 
και από το νόμο της παγκόμιας έλξης (που έχει αποδειχθεί προηγουμένως) η δύναμη F(1/R2  (3).  

Από τις (1), (2) και (3) συνάγεται ότι η μεταβολή της ταχύτητας Δv(1 δηλ. είναι ανεξάρτητη της απόστασης του πλανήτη από τον ήλιο. 

Το γεγονός αυτό δηλ. ότι επέρχονται στον πλανήτη ίσες μεταβολές στην ταχύτητά του   όταν η επιβατική ακτίνα διαγράφει ίσες γωνίες, αποτελεί τον πυρήνα του  όλου αποδεικτικού εγχειρήματος. 

Η κατασκευή των επόμενων τμημάτων, τόσο του διαγράμματος τροχιάς όσο και του διαγράμματος ταχυτήτων, προχωρεί  διαδοχικά και συμπληρωματικά, με κατασκευαστική συνθήκη πλέον, το γεγονός ότι ίσες γωνίες τροχιάς παρέχουν ίσες μεταβολές της ταχύτητας, ή  Δv=Α'Β'=Β'Γ'=Γ'Δ'=Δ'Ε'. Το τελικό αποτέλεσμα είναι η κατασκευή ενός κανονικού πολυγώνου που για μικρότερες γωνίες και περισσότερες πλευρές παίρνει τη μορφή ενός κυκλικού διαγράμματος ταχυτήτων στο οποίο το Ο δεν είναι κατ' ανάγκη το κέντρο του αφού ΟΑ'(ΟΒ'(ΟΓ'(ΟΔ'(ΟΕ'.

Το κυκλικό διάγραμμα ταχυτήτων αποτελεί ένα ισχυρό γεωμετρικό εργαλείο και είναι η βάση της απόδειξης των διαγραφόμενων τροχιών των πλανητών ως καμπύλες κωνικών τομών.

Για να κατασκευασθεί η τροχιά του πλανήτη με ένα τρόπο που, ως καμπύλη, να έχει όλες τις απαιτούμενες ιδιότητες και σχέσεις που απορρέουν από τους νόμους πρέπει  να σχεδιασθεί πάνω στο κυκλικό διάγραμμα ταχυτήτων, με ταχύτητα  σε μια χρονική στιγμή, ΟΧ'=v, και με S το κέντρο αυτού του κύκλου ως  εστία της τροχιάς. Η κατασκευή της τροχιάς με το Cabri προκύπτει ως ο γεωμετρικός τόπος του σημείου Χ (πλανήτης) καθώς μετακινείται το σημείο Χ' πάνω στην περιφέρεια του κυκλικού διαγράμματος ΟΧ'  με κέντρο το S. Το σημείο Χ που είναι η τομή των ευθειών SΧ' και της μεσοκαθέτου ευθείας στο ΟΧ', είναι αυτό το σημείο που περιέχει τις απαιτήσεις των νόμων και αναπαριστάνει τον πλανήτη.

Οι δυναμικοί νόμοι του Newton, σε συνδυασμό με το νόμο της παγκόσμιας έλξης, οδηγούν πάντοτε σε ένα κυκλικό διάγραμμα ταχυτήτων. Η καμπύλη της τροχιάς  εξαρτάται, από τη θέση της αρχής Ο του διαγράμματος ταχυτήτων ως προς το  κέντρο S του κύκλου των ταχυτήτων. Με τη γλώσσα της φυσικής θα λέγαμε ότι η τροχιά εξαρτάται από την αρχική ταχύτητα του πλανήτη και την αρχική απόστασή του από τον ήλιο (το κέντρο δράσης). 

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

α) το Ο να βρίσκεται μέσα στον κύκλο (S, SΧ'). Τότε η τροχιά είναι έλλειψη, η ταχύτητα ΟΧ' γίνεται μέγιστη όταν ο πλανήτης βρίσκεται στο περιήλιο (εγγύτερο σημείο της τροχιάς στον ήλιο) και ελάχιστη όταν βρίσκεται στο αφήλιο (μακρυνότερο σημείο  της τροχιάς από τον ήλιο)

β) τα σημεία Ο και S να ταυτίζονται. Τότε η τροχιά που προκύπτει είναι κυκλική και η ταχύτητα του πλανήτη, ΟΧ', είναι σταθερή κατά μέτρο σε όλα τα σημεία της τροχιάς

γ) το σημείο Ο να βρίσκεται έξω από τον κύκλο των ταχυτήτων (S, SΧ'). Η τροχιά είναι υπερβολική και η ταχύτητα του πλανήτη, ΟΧ', γίνεται μέγιστη στο εγγύτερο σημείο από τον ήλιο και μη μηδενική, όταν  ο πλανήτης διαφεύγει στο άπειρο.

δ) Το σημείο Ο να βρίσκεται πάνω στην περιφέρεια του κύκλου των ταχυτήτων. Η τροχιά τότε είναι παραβολική και η ταχύτητα του πλανήτη μηδενίζεται όταν διαφεύγει στο άπειρο.  


NEWTON


3ος Νόμος: 


Σε κάθε δράση αντιτίθεται  πάντα μια ίση αντίδραση





NEWTON


2ος Νόμος:


 Η δύναμη προκαλεί μεταβολή στην κίνηση κατά την διεύθυνσή της και�
η μεταβολή της ταχύτητας είναι  ανάλογη της δύναμης�
�



 





NEWTON


1ος Νόμος: 


Αδράνεια


Vis Insita





KEPLER


Νόμος των εμβαδών: 


Σε ίσους χρόνους σαρώνονται ίσα εμβαδά





Cabri





Cabri





Cabri





Cabri
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NEWTON


Νόμος της παγκόσμιας έλξης


Η δύναμη είναι αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της απόστασης





Cabri





KEPLER


Νόμος των περιόδων: 


Τα τετράγωνα των περιόδων περιφοράς ανάλογα των κύβων των ημιαξόνων των τροχιών





NEWTON


Νόμος της παγκόσμιας έλξης


Η δύναμη κατευθύνεται στον ήλιο





NEWTON


Στην ανάλυση των πλανητικών κινήσεων  οι πλανήτες θεωρούνται ως σημεία δράσης εντοπισμένα στο κέντρο τους





KEPLER


Νόμος των τροχιών: 


Οι τροχιές των πλανητών είναι ελλείψεις στη μία εστία των οποίων βρίσκεται ο ήλιος


		


Επιτρέπεται κυκλική τροχιά χωρίς να απαιτείται  














Κίνηση με δύναμη





   Αδρανειακή κίνηση


Πραγματική κίνηση





ρ=μετρική του    επιπέδου





Τα εμβαδά που διαγράφει η επιβατική ακτίνα της τροχιάς είναι ίσα


ΑSB=KE1=KE2=BSΓ….





Τροχιά του πλανήτη γύρω από τον ήλιο (S)





Διάγραμμα ταχυτήτων





Διάγραμμα τροχιάς


Δεδομένος κύκλος κέντρου S και ακτίνας R=SA  με Α το σημείο της αρχικής θέσης του πλανήτη





Διάγραμμα ταχυτήτων


Αρχική ταχύτητα v=ΟΑ'


Μεταβολή ταχύτητας Δv=Α'Β'





Ελλειπτική τροχιά





Το σημείο Ο βρίσκεται μέσα στο κύκλο των ταχυτήτων





Κυκλική τροχιά





Το σημείο Ο ταυτίζεται με το κέντρο S του κύκλου των ταχυτήτων





Υπερβολική τροχιά





Το σημείο Ο βρίσκεται έξω από τον κύκλο των ταχυτήτων
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